
例 3.1  求矩阵

1 2 3

0 1 1

2 3 4

A

 
 

  
 
 

的秩. 

解  （解法一）由定义可知，矩阵的秩即为矩阵中最高阶非零子式的阶数，而该矩阵

的子式的最高阶数为 3，首先考虑 A是否存在3阶非零子式. 

由于 

1 2 3 1 2 5
1 5

0 1 1 0 1 0 3 0
2 7

2 3 4 2 3 7

A        ， 

由最高阶非零子式的阶数为3，故 ( ) 3r A  . 

（解法二）对矩阵 A进行初等行变换，将其化为行阶梯形，即 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 1 1 0 1 1 0 1 1

2 3 4 0 1 2 0 0 3

     
     

       
           

 

非零行的行数为3，故 ( ) 3r A  . 

例 3.2  求下列矩阵

1 1 0 1 0

2 1 1 1 1

3 0 1 2 1

1 2 1 0 1

A

 
 


 
 
 

 

的秩，以及它的一个最高阶非零子式. 

解  由于初等行变换不改变矩阵的秩，所以一般采用初等行变换法求矩阵的秩. 

先求矩阵的秩. 为此，对 A施以初等行变换，将其化为行阶梯形. 

1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0

2 1 1 1 1 0 3 1 1 1 0 3 1 1 1

3 0 1 2 1 0 3 1 1 1 0 0 0 0 0

1 2 1 0 1 0 3 1 1 1 0 0 0 0 0

A

       
     

    
     
       
     

       

 

故矩阵的秩 ( ) 3r A  .  

再求 A的一个最高阶非零子式. 

在 A中取第1， 2 行和第1， 2 列可得非零子式 

2

1 1
3 0

2 1
D


   ， 

则 2D 即为所求. 



例 3.3  设

1 2 3

2 4 6

3 6 9

A

 
 

  
    

，求 ( )r A 及 ( )r A . 

解  由于 A的三行元素对应成比例，因此 0A  ，而且任意 2 阶子式均为零，又因为

存在一 

阶非零子式
1 1 0D   ，因此可知 ( ) 1r A  . 

因为 *A 中的元素为 A中的元素所构成的二阶子式，从而 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A

 
 

  
 
 

， 

进而有 ( ) 0r A  . 

例 3.4  设 A为5阶方阵，且 ( ) 2r A  ，求 ( )r A
. 

解  由 ( ) 2r A  可知，矩阵 A的最高阶非零子式是2 阶的，因此任意 r 阶子式 ( 3)r  均

为零. 

由于 A为5阶方阵，且  
5 5ijA A


 其中 ijA 为元素 ija 的代数余子式，则 ijA 为 A的 4 阶

子式 

易得 0 (1 , 5)ijA i j   ，因此 A  0，因此 ( ) 0r A  . 

例 3.5  设

4 8 12

3 6 9 6

1 2 3 2

k

A

 
 

  
 
 

，问 k 取何值时，可使（1） ( ) 1r A  ；（2） ( ) 2r A  . 

解  

4 8 1 2 1 2 3 2 1 2 3 2

3 6 9 6 3 6 9 6 0 0 0 8

1 2 3 2 4 8 1 2 0 0 0 0

k

A k

k

     
     

      
     
     

， 

可得 

（1）当 8 0k   ，即 8k  时，可使 ( ) 1r A  ； 

（2）当 8 0k   ，即 8k  时，可使 ( ) 2r A  . 



例 3.6  设

1 0 1

2 3 0

2 1 2

A k

k

 
 

  
   

，问 k 取何值时，可使 

（1） ( ) 2r A  ； 

（2） ( ) 3r A  . 

解  

1 0 1 1 0 1 1 0 1

2 3 0 0 3 2 0 1 4

2 1 2 0 1 4 0 3 2

A k k k

k k k

     
     

         
               

 

1 0 1

0 1 4

0 0 ( 2)( 5)

k

k k

 
 

 
   

 

故（1）当 ( 2)( 5) 0k k   ，即 2k  或 5k  时，可使 ( ) 2r A  ； 

  （2）当 2k  且 5k  时，可使 ( ) 3r A  . 

例 3.7  设

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A









 
 
 
 
 
 

，且 ( ) 3R A  ，求的值. 

解  （解法一） 

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1

A

  

   

   

    

     
     

 
     
      
     

       

 

1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 (1 )(2 ) 0 0 0 (1 )(3 )

 

   

   

    

   
   

   
   
      
   

       

 

     由于 ( ) 3r A  ，可知 

(1 )(3 ) 0

1 0

 



  

 

， 

解得 3   . 

（解法二）由于 ( ) 3r A  ，则 0A  ，即 



1 1 1 3 3 3 3 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
( 3)

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

    

  


  

  

   

      

       3

1 1 1 1

0 1 0 0
( 3) ( 3)( 1) 0

0 0 1 0

0 0 0 1


  






     





 

可得 3   或 1  . 

当 3   时，将其代入矩阵可得 

3 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 3

1 3 1 1 1 3 1 1 0 2 0 2

1 1 3 1 1 1 3 1 0 0 2 2

1 1 1 3 0 0 0 0 0 0 0 0

A

     
     


     
     
     
     

， 

可得此时 ( ) 3r A  ； 

当 1  时，将其代入矩阵可得 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

A

   
   
   
   
   
   

 

可得此时 ( ) 1r A  ，故 1  舍去，因此 3   . 

例 3.8  问取何值时齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0,

2 0,

3 0,

  


  
   

x x x

x x x

x x x

 有非零解. 

解  （解法一） 

将系数矩阵化为行阶梯形 

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 3 1 1 0 5 5 0 5 5

3 1 1 2 1 0 5 4 0 0 1

A 

  

          
       

           
                  

 

由于齐次线性方程组有非零解，故 ( ) 3r A  .为使 ( ) 3r A  必有 1 0   ，即 1  . 

故当 1  时齐次线性方程组有非零解. 

（解法二）由于齐次线性方程组有非零解的充要条件为系数行列式 0D  ， 



即 

1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 3 1 1 0 5 5 5( 1) 0

3 1 1 2 1 0 0 1

D  

 

  

          

  

， 

故当 1 0   时，也即 1  时，齐次线性方程组有非零解. 

小结：对含参数的线性方程组解的情况分析 

（1）方程个数与未知量个数相等时可以用系数行列式讨论，当系数行列式 0A  时，

可用克莱姆法则求解. 

（2）方程个数与未知量个数不等或未知量个数超过 3 时，一般采用将增广矩阵作初等

行变换化为行阶梯形，然后再利用系数矩阵的秩和增广矩阵的秩的关系对参数讨论方程组是

否有解，有解时求出解. 

    例 3.9  设非齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0,

2 1,

3 2 ,

   


   
    

x x x x

x x x x

x x x x a

 

问 a 取何值时，方程组（1）无解；（2）有解，并求出通解. 

解  因非齐次线性方程组的增广矩阵  

 

1 2 1 2 0 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0

2 1 1 1 1 0 5 1 5 1 0 5 1 5 1

3 1 2 1 0 5 1 5 0 0 0 0 1

A b

a a a

          
     

         
             

 

    （1）当 1 0a  ，即 1a  时，  ( )r A r A b ，则方程组无解； 

（2）当 1 0a  ，即 1a  时，  ( ) 2 4r A r A b   ，则方程组有解，且有无穷多

解. 

此时 

 

3 2
1 0 0

5 51 2 1 2 0
1 1

0 5 1 5 1 0 1 1
5 5

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

A b

 
 

    
         
    

 
 
 

 

得方程组的通解为 



1 3

2 3 4

3 2
,

5 5

1 1
,

5 5

x x

x x x


 


   


其中
3x ，

4x 为自由未知量. 

    例 3.10  证明非齐次线性方程组

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 1 4

,

,

,

,

 


 


 
  

x x a

x x a

x x a

x x a

有解的充分必要条件是
4

1

0i

i

a


 . 

证明  （必要性）将此4 个方程加起来可得
4

1

0i

i

a


 . 

（充分性）非齐次线性方程组的增广矩阵 

 

1

1

2

2

3

3 4

4

1

1 1 0 0
1 1 0 0

0 1 1 0
0 1 1 0

0 0 1 1
0 0 1 1

0 0 0 01 0 0 1 i

i

a
a

a
a

A b a
a

aa


 
   

       
   
      

 


 

当
4

1

0i

i

a


 时，  ( ) 3 4r A r A b   ，故非齐次线性方程组有解. 

例 3.11  设方程组   

1

2

3

4

1 1 2 3 1

1 3 6 1 3

3 1 15 3

1 5 10 12

x

x

xk

x l

    
    
    
     
    

     

， 

问 ,k l 各取何值时，方程组（1）无解；（2）由唯一解；（3）有无穷多解，并求出其一般解. 

解  将增广矩阵化为行阶梯形 

 

1 1 2 3 1 1 1 2 3 1

1 3 6 1 3 0 2 4 2 2

3 1 15 3 0 0 2 2 4

1 5 10 12 0 0 0 3 5

B A b
k k

l l

   
   


    
      
   

     

 

（1）由于方程组无解的充要条件是 ( ) ( )r B r A ，可得 

当2 0k  时，也即 2k  时，无论 l 取何值，均有 ( ) ( )r B r A ； 

当 2k  时，将增广矩阵继续进行行变换可得 



1 1 2 3 1

0 2 4 2 2

0 0 0 1 2

0 0 0 0 5

B

l

 
 


 
 
 

 

 

因此 5 0l   ，即 5l   . 所以当 2k  ，且 5l   时，方程组无解； 

（2）由（1）可知 

（i）当 2k  ，且 5l   时，方程组有解，且有 ( ) ( ) 3 4r B r A   ，故此时方程组

有无穷多解； 

（ii）当 2k  时，无论 l 取何值均有方程组有解. 

易见，当 2k  时，无论 l 取何值，均有 ( ) ( ) 4r B r A  ，此时方程组有唯一解 

所以当 2k  时，无论 l 取何值，方程组有唯一解； 

（3）由以上结论可知当 2k  ，且 5l   时，方程组有解且有无穷多解，继续将增广

矩阵化为行最简形可得 

1 1 2 3 1 1 0 0 0 8

0 2 4 2 2 0 1 2 0 3

0 0 0 1 2 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B

   
   


   
   
   
   

 

可得一般解为 

1

2 3

4

8,

3 2 ,

2,

x

x x

x

 


 
 

其中 3x 为自由未知量. 

    例 3.12  设线性方程组

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

0,

2 0,

4 0,

   


  


  

x x x

x x ax

x x a x

与方程 1 2 32 1x x x a    有公共解，求

a 的值以及所有公共解. 

解  由题设可知线性方程组

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

0,

2 0,

4 0,

2 1,

  


  


  
    

x x x

x x ax

x x a x

x x x a

有解，将增广矩阵化为行阶梯形可得 



  2 2

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

1 2 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1 4 0 0 3 1 0 0 0 ( 1)( 2) 0

1 2 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1

     
     

 
      
       
     

        

a a a
B A b

a a a a

a a a a

    当 2 0 a ，即 2a 时，可将增广矩阵B 继续施以初等行变换可得 

1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 ( 1)( 2) 0

0 0 0 1

 
 


 
  
 

 

a
B

a a

a

 

由于非齐次线性方程组有解的充要条件是系数矩阵的秩和增广矩阵的秩相等， 

所以有 1 0a  ，也即 1a  . 

将 1a  代入原方程组，可将增广矩阵化为行最简形 

 

1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0

1 2 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

1 4 1 0 0 3 0 0 0 0 0 0

1 2 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

B A b

     
     
      
     
     
     

 

可得 

1 3

2 0

x x

x

 



，其中 3x 为自由未知量. 

当然 2 0 a ，也即 2a 时，可将增广矩阵B 化为行最简形可得 

1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

     
     
     
      
     

     

B  

可得

1

2

3

0,

1,

1.





  

x

x

x

 

例 3.13  设线性方程组

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0,

2 2 1,

( 3) 2 ,

3 2 1,

   


  

    
     

x x x x

x x x

x a x x b

x x x ax

问 ,a b为何值时，方程组 

（1）有唯一解；（2）无解；（3）有无穷多解，并求出解. 

解  先将增广矩阵化为行阶梯形 



 

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

0 1 2 2 1 0 1 2 2 1

0 1 3 2 0 0 1 0 1

3 2 1 1 0 0 0 1 0

B A b
a b a b

a a

   
   
    
       
   

    

 

    易得 

（1）当 1 0a  ，也即 1a  时，无论b 取何值时， 

均有 ( ) ( ) 4 r B r A ，此时方程组必有唯一解； 

（2）当 1 0a  且 1 0b  时，也即 1a  且 1b  时， 

有 ( ) 3r B ，而 ( ) 2r A ，此时方程组无解； 

（3）当 1 0a  且 1 0b  时，也即 1a  且 1b  时， 

有 ( ) ( ) 2 4  r B r A ，此时方程组有无穷多解. 

将 1a  和 1 b 代入原方程组中，将其增广矩阵化为行最简形可得 

1 1 1 1 0 1 0 1 1 1

0 1 2 2 1 0 1 2 2 1

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

B
a b

a

     
   
   
    
   

   

 

可得 

1 3 4

2 3 4

1 ,

1 2 2 ,

   


  

x x x

x x x
其中 3 4,x x 为自由未知量. 

 例 3.14  设 1 2 22( ) 3( )        ，其中
1

1

0

1

2



 
 
 
 
 
 

，
2

0

2

1

1



 
 
 
 
 
 

，求  . 

解  由题意知 1 2 22 2 3 3        , 整理可得 1 25 2 4    ，即  

1 2

2

51 0 1
8

0 2 42 4 2 4 2
5

1 1 15 5 5 5 5
2

2 1 0
5

0

  

 
 

      
                  
      
      
      

 
 

. 



    例 3.15  设
1 2      ，其中 1

2

1

1



 
 

  
  

， 2

4

0

3



 
 

  
  

，

2

k

m

 
 

  
  

，求 k ，m 值. 

解  由题意知 
1 22    ，即 

2 4

2 1 0

2 1 3

k

m

     
     

      
            

 ，亦即 

2 6

2 1

4 4

k

m

   
   

   
       

， 

故 2 6k  ，2 1m  ，进而可得 3k  ，
1

2
m  . 

 例 3.16  设 1 2 3

1 1 1 2

2 , 3 , 0 , 5 ,

1 2 1 3

   

       
       

          
              

问  能否由
1 2 3, ,   线性表示，若

能写出表示式. 

 解  设 1 1 2 2 3 3x x x      ，则 

   1 2 3

1 1 1 2

, , , 2 3 0 5

1 2 1 3

B A    

 
 

    
  

 

 

1 1 1 2 1 1 1 2 1 0 3 1

0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0

     
     

       
          

 

由于 

1 2 3 1 2 3( , , ) 2 ( ) ( , , , )  r r B r       ，则 能由 1 2 3, ,   线性表示， 

且 

1 3

2 3

3 1,

2 1,

  


 

x x

x x
其中 3x 为自由未知量 

令 3 0x 可得非齐次线性方程组的一个解 

1

2

3

1,

1,

0,





 

x

x

x

 

故 1 2 3 1 20          . 



例 3.17  设 1

1

1

1



 
 

  
 
 

， 2

2

1

1



 
 

  
 
 

， 3

3

0

2



 
 

  
 
 

， 4

4

1

3



 
 

  
 
 

,

6

0

4



 
 

  
 
 

，问 能否由 

1 2 3 4, , ,    线性表示，若能，写出表示式. 

解  设
1 1 2 2 3 3 4 4x x x x        ，则 

   1 2 3 4

1 2 3 4 6

, , , , 1 1 0 1 0

1 1 2 3 4

B A     

 
 

     
 
 

 

1 2 3 4 6 1 2 3 4 6 1 0 1 2 2

0 3 3 3 6 0 1 1 1 2 0 1 1 1 2

0 1 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
     
     
            

 

易得 

1 2 3 4( ) ( , , , ) 2r A r      ； 1 2 3 4( ) ( , , , , ) 2r B r       ； ( ) ( )r A r B  

则  可由 1 2 3 4, , ,    线性表示且 

1 3 4

2 3 4

2 2 ,

2 ,

  


  

x x x

x x x
其中 3x ， 4x 为自由未知量. 

令 3 0x  ， 4 0x  ，可得线性方程组的一个解 

1

2

3

4

2,

2,

0,

0,








 

x

x

x

x

 

则 

1 2 3 4 1 22 2 0 0 2 2            . 

    例 3.18  设 1

1

2

2



 
 

  
 
 

， 2

1

1

2



 
 

  
 
 

， 3

2

1

1



 
 

  
 
 

，讨论向量组 1 2 3, ,   的线性相关性. 

解  设 1 1 2 2 3 3
0  x x x   ，则 



    1 2 3

1 1 2 1 1 2 1 1 2

( , , ) 2 1 1 0 1 3 0 1 3

2 2 1 0 1 3 0 0 6

A   

     
     

          
           

 

由于
1 2 3( ) ( , , ) 3r A r     ，方程组只有零解，则向量组

1 2 3, ,   线性无关. 

例 3.19  设 1

1

1

1



 
 

  
 
 

， 2

2

3

1



 
 

  
 
 

， 3

2

4

0



 
 

  
 
 

， 4

0

2

2



 
 

  
 
 

，讨论向量组
1 2 3 4, , ,   

的线性相关性. 

解  设
1 1 2 2 3 3 4 4

0   x x x x    ，则 

    1 2 3 4

1 2 2 0 1 2 2 0 1 2 2 0

( , , , ) 1 3 4 2 0 1 2 2 0 1 2 2

1 1 0 2 0 1 2 2 0 0 0 0

A    

     
     

         
           

 

可见 1 2 3 4( ) ( , , , ) 2 4r A r       ，方程组有非零解，则向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关. 

例 3.20  设向量组
1 2 3 4

2 2 3 4

1 1 2 3
, , ,

1 1 2

1 1

a

a a

   

       
       
          
       
       
       

线性相关，且 1a  ，求a 的

值. 

解  设
1 1 2 2 3 3 4 4

0   x x x x    ，则 

    

1 2 3 4

2 2 3 4 1 1 2 3 1 1 2 3

1 1 2 3 2 2 3 4 0 0 1 2
( , , , )

1 1 2 1 1 2 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1 2 2

A
a a a

a a a a a a

   

     
     

 
      
       
     

       

 

      

1 1 2 3 1 1 2 3

0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 1 2 0 0 1 2

0 0 1 1 0 0 0 2 1

a a

a a

   
   

     
   
      
   

      

 

由于 1a  ，可见只有当 2 1 0a   ，也即
1

2
a  时， 

才有 1 2 3 4( ) ( , , , ) 4r A r      ，此时向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关. 



例 3.21  已知
1 2 3 4

1 1 1 1

0 1 1 2
, , ,

2 3 2 4

3 5 1 8

a

a

   

       
       


          
       
       

       

及

1

1

3

5

b


 
 
 
 
 
 

， 

（1）问 ,a b为何值时， 不能由
1 2 3 4, , ,    线性表示； 

（2）问 ,a b为何值时， 能由
1 2 3 4, , ,    线性表示，且表达式唯一，并求出该表达

式. 

解  设
1 1 2 2 3 3 4 4   x x x x     ，则  

       
1 2 3 4

1 1 1 1 1

0 1 1 2 1
( , , , , )

2 3 2 4 3

3 5 1 8 5

B
a b

a

    

 
 


  
  
 

 

  

         

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 2 1 0 1 1 2 1

0 1 2 1 0 0 1 0

0 2 2 5 2 0 0 0 1 0

a b a b

a a

   
   

 
   
    
   

     

  

当 1 0a  ，即 1a   时， ( ) ( ) 4 r A r B ，方程组有唯一解； 

当 1 0a  且 0b  时， ( ) 2r A ， ( ) 3r B ，此时方程组无解.因此 

（1）当 1a   且 0b  时， 不能由 1 2 3 4, , ,    线性表示； 

（2）当 1a   时，  能由 1 2 3 4, , ,    线性表示，且表达式唯一. 

现对矩阵B 继续施以初等行变换，将其化为行最简形， 

1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

0 1 1 0 1
0 1 1 2 1

0 0 1 0 0 0 1 0
1

0 0 0 1 0
0 0 0 1 0

B b
a b

a
a

 
   

      
   

      
 

 



2
1 0 0 0

1 0 2 0 0 1

0 1 1 0 1 1
0 1 0 0

1
0 0 1 0

1 0 0 1 0
10 0 0 1 0

0 0 0 1 0

b

a

a b

ab

ba

a

 
   
  

    
   
  

   
    

 
 

 

可得 

1

2

3

4

2
,

1

1
,

1

,
1

0,


 


  






 

b
x

a

a b
x

a

b
x

a

x

 

可得线性表达式为
1 2 3 4

2 1
0

1 1 1

b a b b

a a a
    

  
   

  
. 

                                                                                                         

例 3.22  设 1 2 3

2

1 1 1 0

1 , 1 , 1 ,

1 1 1



     

 

       
       

           
              

，问取何值时， 

（1）  不能由 1 2 3, ,   线性表示； 

（2）  能由 1 2 3, ,   线性表示且表达式唯一； 

（3）  能由 1 2 3, ,   线性表示但表达式不唯一. 

解  1 1 2 2 3 3x x x      ，则 

2

1 2 3

2

1 1 1 0 1 1 1

( , , , ) 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0

B

  

       

  

   
  

     
       

 

2 2

2 2

2 2

1 1 1 1 1 1

0 0

0 ( 2) (1 ) 0 0 ( 3) ( 2 1)

   

       

         

    
   

      
               

 

可见 



    （1）当
2

( 3) 0,

( 2 1) 0,

  

   

 

  
即 3   时， 

有 ( ) 2 ( ) 3  r A r B ，方程组无解，此时 不能由
1 2 3, ,   线性表示； 

（2）当
2

( 3) 0,

( 2 1) 0,

  

   

 

  
即 1 2   时， 

有 ( ) ( ) 3 r A r B ，方程组有唯一解，此时  能由
1 2 3, ,   线性表示且表达式唯一； 

（3）当
2

( 3) 0,

( 2 1) 0,

  

   

 

  
即 0  时， 

有 ( ) ( ) 2 3  r A r B ，方程组有无穷多解，此时  能由 1 2 3, ,   线性表示但表达式不唯

一. 

例 3.23  设 1 1 2    ， 2 2 3    ， 3 3 4    ， 4 4 1    ， 

证明：向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关. 

证明  易知 1 2 3 4 0       ，则向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关. 

例 3.24  设 1 1  ， 2 1 2    ， 3 1 2 3      ，且 1 2 3, ,   线性无关， 

证明：向量组 1 2 3, ,   线性无关. 

证明  设 1 1 2 2 3 3 0x x x     ，即 1 1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( ) 0x x x           ， 

整理可得 1 2 3 1 2 3 2 3 3( ) ( ) 0x x x x x x        ，由于 1 2 3, ,   线性无关， 

因此 

1 2 3

2 3

3

0,

0,

0,

  


 
 

x x x

x x

x

 

即  

1

2

3

0,

0,

0,





 

x

x

x

 

故向量组 1 2 3, ,   线性无关. 



例 3.25  已知
1 2 3, ,   线性相关且

3 不能由
1 2,  线性表示，证明：

1 2,  线性相关. 

证明  （反证法）假设
1 2,  线性无关，而

1 2 3, ,   线性相关，则
3 必能由

1 2,  线

性表示，这与已知条件矛盾，故假设不成立，也即
1 2,  线性相关. 

例 3.26  设 A为 n 阶矩阵，
1 2 3, ,   为n 维列向量，

1
0 ，且

1 1A k  ， 

2 1 2A l k    ，
3 2 3 ( 0)A l k l     ，证明：

1 2 3, ,   线性无关. 

证明  设
1 1 2 2 3 3

0  x x x   ，用 ( )A kE 左乘上式可得 

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

0     x A kE x A kE x A kE   ， 

即 

( ) ( ) ( )
1 1 1 2 2 2 3 3 3

0     x A k x A k x A k      ， 

也即 2 1 3 2 0 x l x l  ，由于 0l  ，则有
2 1 3 1

0 x x  ， 

    再用 ( )A kE 左乘上式可得 

( ) ( )
2 1 3 2

0   x A kE x A kE  ， 

即 3 1 0x l  ，由于 1 0  ， 0l  ，可得 3 0x  ，代入可得 1 1 2 2 0x x   ， 

再用 ( )A kE 左乘上式可得 

( ) ( )
1 1 2 2

0   x A kE x A kE  ， 

即 2 1 0x l  ，又
1

0 ， 0l  ，则有 2 0x  ，同理可得 1 0x  ，故 1 2 3, ,   线性无关. 

例 3.27  设 A为 n 阶方阵，若存在正整数 k ，使线性方程组 0kA x  有解向量 ， 

且
1 0kA   ，证明：向量组

1, , , kA A   线性无关. 

证明  设
1

1 2 0k

kx x A x A      ，由题设可知 0kA   ，且
1 0kA   ，则用

1kA 
左乘上式可得

1

1 0kx A   ，从而可得 1 0x  ，则上式变为
1

2 0k

kx A x A    ，

同 理 再 用
2kA 
左 乘 上 式 可 得

1

2 0kx A   ， 从 而 可 得 2 0x  ， 以 此 类 推 可 得

1 2 0kx x x    ，因此向量组
1, , , kA A   线性无关. 



例 3.28  设向量组
1

1

1

1

2



 
 
 
 
 
 

，
2

1

1

1

2



 
 
 

 
 
 

，
3

1

1

2

1



 
 
 
 
 
 

，
4

1

3

3

0



 
 
 
 
 
 

， 

（1） 求向量组的秩； 

（2） 求向量组的一个最大无关组； 

（3） 把不属于最大无关组的向量用最大无关组线性表示； 

（4） 判断向量组
1 2 3 4, , ,    的线性相关性，并说明理由. 

    解  （1）
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 3 0 0 2 4
( , , , )

1 1 2 3 0 0 1 2

2 2 1 0 0 0 1 2

A    

      
   

  
    
     
   

     

  

         

1 1 1 1 1 1 0 1

0 0 1 2 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

      
   

 
   
   
   
   

 

可得 1 2 3 4( ) ( , , , ) 2r A r      ； 

（2）
1 ，

3 为向量组 1 2 3 4, , ,    的一个最大无关组； 

（3） 2 1   ， 4 1 32     ； 

（4）由于 1 2 3 4( , , , ) 2 4r       ，则向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关. 

例 3.29  设

1 2 1 1

1 3 1 2

2 5 0 3

A

 
 

  
 
 

，求 A的列向量组的秩和一个最大无关组，并将其余

不属于最大无关组的列向量用最大无关组线性表示. 

解   1 2 3 4

1 2 1 1 1 2 1 1

, , , 1 3 1 2 0 1 2 1

2 5 0 3 0 1 2 1

A    

   
   

      
      

 

1 2 1 1 1 0 5 1

0 1 2 1 0 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0

   
   

    
   
   

 

可得 1 2 3 4( ) ( , , , ) 2r A r     ，其中 1 2,  为最大无关组，且 3 1 25 2    ，



4 1 2     . 

例 3.30  设
1

1

1

1

3



 
 
 
 
 
 

，
2

1

3

5

1



 
 
 
 
 
 

，
3

3

2

1

2t



 
 
 
 
 
 

，
4

2

6

10

t



 
 
 
 
 
 

， 

（1）问 t 为何值时，向量组
1 2 3 4, , ,    线性无关，并在此时将向量

4

1

6

10



 
 
 
 
 
 

用

1 2 3 4, , ,    线性表示； 

（2）问 t 为何值时，向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关，并在此时求向量组的秩及一个最

大无关组. 

解  

1 2 3 4

1 1 3 2 4 1 1 3 2 4

1 3 2 6 1 0 2 1 4 3
( , , , , )

1 5 1 10 6 0 6 4 12 2

3 1 2 10 0 4 7 6 2

B

t t t t

    

      
   

     
    
    
   

      

 

         

1 1 3 2 4 1 1 3 2 4

0 2 1 4 3 0 2 1 4 3

0 0 7 0 7 0 0 1 0 1

0 0 9 2 8 0 0 0 2 1t t t t

      
   

       
   
    
   

       

 

（1）当 2 0t   ，即 2t  时， 1 2 3 4, , ,    线性无关. 

    此时，在对上面的行阶梯形继续施以初等行变换，可得 

1 0 0 0 2

1 1 3 2 4 3 4
0 1 0 0

0 2 1 4 3 2

0 0 1 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 2 1 1
0 0 0 1

2

t

t
B

t t t

t

 
      

       
  
  

    
 

 

 

由此可得线性表达式为 1 2 3 4

3 4 1
2

2 2

t t

t t
    

 
   

 
； 

    （2）当 2t  时， 1 2 3 4, , ,    线性相关，其最大无关组可取为 1 2 3, ,   . 



例 3.31  设
1 2, , , n   是一组n 维向量，证明：

1 2, , , n   线性无关的充要条件是

任一n 维向量均可由
1 2, , , n   线性表示. 

证明  （必要性）对于任一 n 维向量 ，向量组
1 2, , , ,n    为 1n 个n 维向量，

则该向量组必线性相关.又
1 2, , , n   线性无关，因此 必可由

1 2, , , n   线性表示. 

（充分性）由条件可知，n 维单位坐标向量组
1 2, , , n   可由

1 2, , , n   线性表示，

显然
1 2, , , n   能由

1 2, , , n   线性表示，因此两向量组等价. 

进而
1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nr r n       ，因此向量组

1 2, , , n   线性无关. 

例 3.32  已知 1 2 3 4, , ,    线性无关，且 

1 1 2 3 4

2 1 2 3 4

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

,

,

,

,

    

    

    

    

   


    


    
     

 

求证： 1 2 3 4, , ,    线性无关. 

证明  由于向量组 1 2 3 4, , ,    可由向量组 1 2 3 4, , ,    线性表示，且向量组

1 2 3 4, , ,    线性无关，因此  

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( , , , ) 4r r          

又显然 1 2 3 4( , , , ) 4r      ，因此 1 2 3 4( , , , ) 4r      ，故 1 2 3 4, , ,    线性无关. 

例 3.33  已知 1 1 2    ， 2 2 3    ， 3 3 1    ，证明： 1 2 3, ,   线性相关

的充 

要条件是 1 2 3, ,   线性相关. 

证明  易得 

1 1

2 2

3 3

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 

 

 

    
    

    
    
    

. 

记 



1 1 0

0 1 1

1 0 1

A

 
 

  
 
 

，

1 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 2 0

1 0 1 0 1 1

A    



， 

则 A可逆，且  

1

1 1 1
1

1 1 1
2

1 1 1

A

 
 

  
  

， 

则 

1 1

1

2 2

3 3

A

 

 

 



   
   

   
   
   

， 

可见 1 2 3, ,   与 1 2 3, ,   等价. 

因此 1 2 3, ,   线性相关 1 2 3, ,   线性相关. 

例 3.34  求齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 0,

2 3 5 0,

3 2 0,

3 5 6 0,

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


   
    

的通解并指出基础解系. 

解   

1 1 1 4 1 1 1 4 1 0 2 1

2 1 3 5 0 1 1 3 0 1 1 3

1 1 3 2 0 2 2 6 0 0 0 0

3 1 5 6 0 2 2 6 0 0 0 0

A

     
     

  
     
        
     

      

 

则有 

1 3 4

2 3 4

2 ,

3 ,

x x x

x x x

  


 
其中 3 4,x x 为自由未知量. 

即  

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

2 ,

3 ,

,

,

x x x

x x x

x x

x x

  


 



 

 

也即 



1

2

3 4

3

4

2 1

1 3

1 0

0 1

x

x
x x

x

x

      
     

      
     
     

    

, 

记 

1

2

1

1

0



 
 
 
 
 
 

，
2

1

3

0

1



 
 
 
 
 
 

， 

则
1 2,  为齐次线性方程组的基础解系，且方程组的通解为

1 1 2 2 1 2( , )x k k k k R    . 

例 3.35  求非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1,

4 2 2 2,

2 1,

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    

的通解. 

解   

 

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1

4 2 2 1 2 0 0 0 1 0

2 1 1 1 1 0 0 0 2 0

B A b

    
   

      
        

 

1 1 1
1 0

2 1 1 1 1 2 2 2

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 
  

  
  

   
   

 

 

可得方程组的解为 

1 2 3

4

1 1 1
,

2 2 2

0,

x x x

x


   


 

其中 2 3,x x 为自由未知量， 

即   

1 2 3

2 2

3 3

4

1 1 1

2 2 2

0

x x x

x x

x x

x


   

 
 




 

也即   



1

2

2 3

3

4

1 1 1

2 2 2

0 1 0

0 0 1

0 0 0

x

x
x x

x

x

     
       

       
         
       
       

      
     

， 

记 

1

1

2

1

0

0



 
 
 

  
 
 
 
 

，
2

1

2

0

1

0



 
 
 

  
 
 
 
 

，

1

2

0

0

0



 
 
 

  
 
 
 
 

， 

则通解为
1 1 2 2 1 2, ,x k k k k R      ，其中

1 2,  为所对应齐次线性方程组的基础解系. 

例 3.36  设 4 元非齐次线性方程组系数矩阵的秩为3，已知 1 2 3, ,   为它的3个解向

量，且
1

2

3

4

5



 
 
 
 
 
 

 ，
2 3

1

2

3

4

 

 
 
  
 
 
 

，求该方程组的通解. 

解  由条件可知，此方程组所对应的齐次线性方程组的基础解系所含向量个数为

4 3 1  . 

设该非齐次线性方程组为 Ax b，则 1 A b， 2 A b， 3 A b , 

则 1 2  和 1 3  为所对应齐次线性方程组  0Ax 的解， 

从而 1 2 1 3( ) ( )      也为  0Ax 的解. 

又 

1 2 1 3 1 2 3

3

4
( ) ( ) 2 ( )

5

6

      

 
 
       
 
 
 

. 

则 1 2 32 ( )    为所对应齐次线性方程组  0Ax 的一个基础解系，故原方程组通解为 



1 1 2 3

2 3

3 4
[2 ( )]

4 5

5 6

x k k   

   
   
        
   
   
   

， k R . 

    例 3.37  设
1 2 3 4( , , , )A     ，

1 2 3 4, , ,    均为4 维列向量，其中
1 2 3, ,   线性

无关，
4 1 2    ，而

1 2 3 42        ，求 Ax  的通解. 

解  由条件知，
1 2 3, ,   线性无关，且

4 能由
1 2 3, ,   线性表示，故

1 2 3, ,   为

1 2 3 4, , ,    的一个最大无关组，因此
1 2 3 4( ) ( , , , ) 3r A r      ，进而可知齐次线性方

程组  0Ax 的基础解系所含向量个数为4 3 1  个. 

又 4 1 2    ，即     
1 2 4

0， 

即 

1 2 3 4

1

1
( , , , ) 0

0

1

   

 
 
  
 
 
 

， 

可得 

1

1

0

1



 
 
 
 
 
 

为  0Ax 的一个非零解， 

进而可得 为  0Ax 的一个基础解系. 

再由条件 1 2 3 42        ， 

可知 

1 2 3 4

2

1
( , , , )

1

1

    

 
 

  
 
 
 

 

可得 



*

2

1

1

1



 
 
 
 
 
 

为 Ax  的一个特解. 

因此所求非齐次线性方程组 Ax  的通解为 

*

2 1

1 1

1 0

1 1

x k k 

   
   

      
   
   
    

，其中 k R . 

例 3.38  设
* 为非齐次线性方程组 Ax b的一个解，

1, , n r  
为所对应齐次线性方

程组 

的一个基础解系，证明： 

（1）
*

1, , , n r   
线性无关； 

（2）
* * *

1, , , n r       线性无关。 

证明  （1）设
*

n r n rk k k      
1 1

0， 

两边左乘 A，因
iA  0（ 1, 2, ,i n r  ），可得

*kA  0，进而可得 0k  . 

再由 1, , n r   为所对应齐次线性方程组的一个基础解系，可得 1, , n r   必线性无关，

进而可得 0ik  （ 1, 2, ,i n r  ），故
*

1, , , n r   
线性无关，得证. 

（2）设
* * *( ) ( )n r n rk k k          

1 1
0， 

即 

*( )n r n r n rk k k k k          
1 1 1

0 

两边左乘 A，因 iA  0（ 1, 2, ,i n r  ）， 

可得 

*( )n rk k k A   
1

0， 

进而可得 

1 0n rk k k     . 



再由
1, , n r  

为所对应齐次线性方程组的一个基础解系，可得
1, , n r  

必线性无关，进

而可得 0ik  （ 1, 2, ,i n r  ），故 0k  ，因此
* * *

1, , , n r       线性无关，得证. 

例 3.39  设
1 2 3, ,   为齐次线性方程组  0Ax 的一个基础解系，

1 1 1 2 2k k    ， 

2 1 2 2 3k k    ，
3 1 3 2 1k k    ，其中

1 2,k k 为实常数，试问
1 2,k k 满足什么关系时，

1 2 3, ,   也为  0Ax 的基础解系. 

解  显然
i（ 1,2,3i  ）为

1 2 3, ,   的线性组合，因此
i （ 1,2,3i  ）也为  0Ax 的

解. 

现要证 1 2 3, ,   线性无关. 

    设有 1 2 3, ,x x x 使得等式 x x x    
1 1 2 2 3 3

0成立， 

将 i （ 1,2,3i  ）代入上式，化简可得 

( ) ( ) ( )x k x k x k x k x k x k       
1 1 3 2 1 1 2 2 1 2 2 2 3 1 3

0 ， 

由于 1 2 3, ,   线性无关，进而可得 

1 1 3 2

1 2 2 1

2 2 3 1

0,

0,

0,

x k x k

x k x k

x k x k

 


 
  

 

由题设可知该方程组只有零解，即系数行列式非零，即 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1

2 1 2 1

0

0 0

0 0

k k k k k k k k

A k k k k

k k k k

  

   

1 2 2 1 1 2 1 2 2

2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

( ) 0 ( ) 0

0 0

k k k k k k k k k

k k k k

       

        
2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2

1 3
( )( ) ( )[( ) ] 0

2 4
k k k k k k k k k k k          

进而可得 1 2 0k k  ，即 1 2k k  . 



例 3.40  若3阶非零矩阵B 的每一列都是方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0,

2 0,

3 0,

x x x

x x x

x x x



  


  
   

的解，求的值

以及 

B . 

解  由于 B 非零，因此齐次线性方程组有非零解，故系数矩阵的秩 ( ) 3r A  ，因而将

系数矩阵化为行阶梯形，可得 

1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 0 5 4 0 5 5

3 1 1 0 5 5 0 0 1

A  



       
     

         
            

 

因此可得当 1 0   ，即 1  . 

再将 1  代入原方程组，将系数矩阵化为行最简形可得 

1 2 2 1 2 2 1 0 0

2 1 1 0 5 5 0 1 1

3 1 1 0 5 0 0 0 0

A

      
     

        
           

 

可得原方程组的解为 

1

2 3

3 3

0,

,

,

x

x x

x x





 

其中 3x 为自由未知量， 

即通解为 

3

0

1

1

x x

 
 

  
 
 

， 

记 

3x k ，

0

1

1



 
 

  
 
 

， 

则通解为 

x k （ k 为任意常数）. 

设 1 2 3( , , )B    ，则 i 均可由线性表示，因此 



1 2 3( ) ( , , ) 1r B r     ， 

所以 0B  . 

例 3.41  设齐次线性方程组

1 2

1 2

1 2

(1 ) 0,

2 (1 ) 2 0,

( ) 0,

n

n

n

a x x x

x a x x

nx nx n a x

    


    


     

（ 2n  ） 

试问a 取何值时，该方程组有非零解？并求出一般解. 

解  本题是方程的个数与未知量的个数相同的齐次线性方程组，可考虑将系数矩阵化

为行阶梯形，再讨论其秩是否小于n ，进而讨论该方程组是否有非零解；或者直接计算系数

行列式，根据题设系数行列式的值必为零，由此可对参数a 的可能取值进行讨论即可. 

（解法一）对系数矩阵进行初等行变换，可得 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 0 0

0 0

a a

a a a
A

n n n n a na a

    
   

 
   
   
   

    

 

当 0a  时， ( ) 1r A n  ，此时方程组有非零解，且通解为 

1 2 2

2 2

,

,

,

n

n n

x x x x

x x

x x

    





 

 

可表为 

2 3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

nx x x x

       
     
     
        
     
     
     
     

， 

记 

2 1 3 2 1, , , n nx c x c x c    ， 



1 2 1

1 1 1

1 0 0

, , ,0 1 0

0 0 1

n   

       
     
     
       
     
     
     
     

， 

则方程组通解为 

1 1 2 2 1 1n nx c c c       ，其中
1 2 1, , , nc c c 

为任意常数. 

当 0a  时，继续对系数矩阵进行初等行变换，可得 

( 1)
1 1 1 1 0 0 0

2
2 1 0 0

2 1 0 0

0 0 1
0 0 1

n n
a a

A

n
n

 
    

   
   
   
        

 

可知当
( 1)

2

n n
a


  时， ( ) 1r A n n   ，此时方程组有非零解，其同解方程组为 

1 2

1 3

1

2 0,

3 0,

0,n

x x

x x

nx x

  

  



  

， 

也即 

1 1

2 1

3 1

1

,

2 ,

3 ,

,n

x x

x x

x x

x nx














 

可表为 

1

1

2

3x x

n

 
 
 
 
 
 
 
 

，记 1x c ，

1

2

3

n



 
 
 
 
 
 
 
 

， 

则通解为 

x c ，其中c为任意常数. 

（解法二）方程组的系数行列式为 



              

1 1 1 1

2 2 2 2

a

a
A

n n n n a








 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2

2 2 2 2

n n n n n n n n
a a a a

a

n n n n a

   
   





 

            
1

1 1 1 1

0 0 0( 1) ( 1)
( ) ( )

2 2

0 0 0

n
an n n n

a a a

a

 
     

    当 0A  ，即 0a  或
( 1)

2

n n
a


  时，方程组有非零解.  

    通解的解法与解法一相同，此处略. 

 


