
例 4.1  设

1

3

1



 
 

  
 
 

，

1

1

2



 
 

  
  

，

1

0

1



 
 

  
  

 

（1）求  ，  ，  及 ( , )  ， ( , )  ； 

（2）问 与  及 与 是否正交，并将 ，  ， 单位化. 

解  （1） 1 9 1 11     ； 

1 1 4 6     ； 

1 0 1 2     ； 

1

( , ) (1,3,1) 1 0

2

T   

 
 

   
  

 

1

( , ) (1,3,1) 0 0

1

T   

 
 

   
  

 

（2） 与 正交， 与 正交， 
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11

1
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；
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6
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6
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；
0
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2

0

1
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    例 4.2  求与

1

1

1



 
 

  
 
 

，

1

1

1



 
 

  
  

均正交的单位向量。 

解  设所求向量为

1

2

3

x

x

x



 
 

  
 
 

，由题意知， ( , ) ( , ) 0       

即 

1 2 3

1 2 3

0,

0,

x x x

x x x

  


  
 

系数矩阵 



1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 0 2 0 0 1
A

     
      

      
 

解得 

1 2

2 2

3 0

x x

x x

x

 



 

，即

1

2 2

3

1

1

0

x

x x

x



   
   

    
   
   

， 

记 1

1

1

0



 
 

  
 
 

，将
1 单位化可得 0

1

1

2

1

2

0



 
 
 
 

  
 
 
 
 

即为所求. 

    例 4.3  试将下列向量组化为标准正交向量组。 

（1） 1

1

2

2



 
 

  
  

， 2

2

1

0



 
 

  
 
 

， 3

2

0

1



 
 

  
 
 

； 

解  先正交化，取 

1 1

1

2

2

 

 
 

   
  

； 

1 2
2 2 12

1

2
( , )

1

0

 
  



 
 

    
 
 

； 

1 3 2 3
3 3 1 2 12 2

1 2

2 2 2
( , ) ( , ) 4 1

0 0 1 4
5 5

1 0 5

   
    

 

     
     

           
     
     

； 

再将 1 2 3, ,   单位化，令 

1
1

1

1

31
1 2

2
3 3

2
2

3






 
 

   
        
      

 
 

； 



2
2

2

2 5

5
2

1 5
1

55
0

0






 
 
  
  

     
  

   
  
 

； 

3
3

3

2 5

15
2

1 4 5
4

153 5
5

1
5

3






 
 
  
  

     
  

   
  
 

； 

则 1 2 3, ,   即为所求. 

    例 4.4  判断下列矩阵

1
0 1

2

1
0 0

2

1 1
0

2 2

A

 
 
 
 

  
 
 

 
 

是否为正交矩阵. 

解  （法一）

1 1
0

2 2

1 0 0

1 1
0

2 2

TA

 
 
 

  
 
  
 

，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

TA A

 
 

  
 
 

， 

可知 A为正交矩阵. 

（法二）设 1 2 3( , , )A    ，其中 

1

0

1

2

1

2



 
 
 
 

  
 
 
 
 

， 2

1

0

0



 
 

  
 
 

，
3

0

1

2

1

2



 
 
 
 

  
 
 
 
 

， 

且 1 2 3 1     ， 1 2 1 3 2 3( , ) ( , ) ( , ) 0        ， 

则 1 2 3, ,   为标准正交向量组，故 A为正交矩阵. 



    例 4.5  设向量组
1 2 3 4, , ,    线性无关，非零向量 与

1 2 3 4, , ,    均正交， 试证

向量组
1 2 3 4, , , ,     线性无关. 

证明  设 k k k k k        
1 1 2 2 3 3 4 4

0， 

两边与 作内积，注意到 

( , ) 0i   ，（ 1,2,3,4i  ）， 

可得 

( , ) 0k    ， 

由于 为非零向量，可得 0k  ，进而有 

k k k k      
1 1 2 2 3 3 4 4

0， 

又 1 2 3 4, , ,    线性无关，则 

1 2 3 4 0k k k k     

因此 1 2 3 4, , , ,     线性无关. 

例 4.6  设 A为正交矩阵，证明： A
为正交矩阵. 

证明  由 1 0A    ，可知 A可逆，而由 

AA A A A E    

知 

1A A A   

因此 
21 1 1 1

2 1 1 1

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

A A A A A A A A A

A A A A A E E

     

  

   

    
 

例 4.7  设 为n 维列向量且 1T   ，令 2 TA E   ，求证 A为对称的正交矩阵. 

证明  由于 

( 2 ) 2( )

2

T T T T T T

T

A E E

E A

 



   

  
 

因此 A为对称矩阵.又 



2( 2 )

2 2 4( )( )

4 4 ( )

4 4

T T

T T T T

T T T

T T

A A E

E

E

E E



   

    

 

 

   

  

   

 

因此 A为正交矩阵. 

例 4.8  求下列矩阵

2 3 2

1 4 2

1 3 1

A

 
 

  
  

的特征值与特征向量 

     解  求特征值与特征向量，一般先令 0A E  ，求出特征值
1, , s  ，然后再求

解齐次方程组 ( )  0
i

A E x ，其非零解即为对应于特征值
i 的特征向量. 

令 0A E  ，即 

2

2 3 2 1 1 0 1 0 0

1 4 2 1 4 2 1 5 2

1 3 1 1 3 1 1 2 1

(1 )[(5 )(1 ) 4] (1 )(3 ) 0

   

  

  

    

   

    

     

        

 

得 A的特征值为 1 1  ， 2 3 3   .  

当 1 1  时，解齐次线性方程组 ( )  0A E x ，由 

1 0 1
1 3 2

1
1 3 2 0 1

3
1 3 0

0 0 0

A E

 
   
            

 

，可得基础解系
1

1

1

3

1

 
 
  
 
 
 

p ， 

则 1p 为 A的对应于 1 1  的特征向量，而 1 1k p （ 1 0k  ）为对应于 1 1  的全部特征向量； 

当 2 3 3   时，解齐次线性方程组 ( 3 ) 0 A E x ，由 

1 3 2 1 0 1

3 1 1 2 0 1 1

1 3 2 0 0 0

A E

   
   

     
       

，可得基础解系 2

1

1

1

p

 
 

  
 
 

， 

则 2p 为 A的对应于 2 3 3   的特征向量，而 2 2k p （ 2 0k  ）为对应于 2 3 3   的全

部特征向量.  

例 4.9  设 , 是矩阵 A的属于特征值 1 2,  的特征向量，且 1 2  ，证明向量 

不可能是矩阵 A的特征向量. 



证明  （反证法）假设  是矩阵 A的特征向量，则存在数
3 使得 

3( ) ( )A         

而 

1A  ，
2A    

因此 

1 2( )A A A            

1 2 3( )         

也即 

1 3 2 3( ) ( ) 0          

又因为 ,  为属于不同特征值的特征向量，所以 ,  线性无关，因此有 

1 3 0   ， 2 3 0    

进而有 

1 2 3     

这与条件 1 2  矛盾，故向量  不可能是矩阵 A的特征向量. 

例 4.10  设是矩阵 A的特征值， x 是 A的对应于的特征向量 

（1）证明：当 A可逆时，
1


是

1A
的特征值， x 是

1A
的对应于

1


的特征向量； 

（2）证明：当 A可逆时，
A


是

*A 的特征值， x 是
*A 的对应于

A


的特征向量； 

（3）设
2

0 1 2( ) n

nf x a a x a x a x     ，证明 ( )f  是 ( )f A 的特征值，x 是 ( )f A

的对应于 ( )f  的特征向量. 

证明  （1）因为 0A  ，所以 0  ， 

又                   Ax x  

两边同乘以
1A
可得   

1 1 A Ax A x  

即                   
1 x A x  

所以                 
1 1



 A x x  



因此
1


是 1A 的特征值， x 是 1A 的对应于

1


的特征向量. 

（2）由于        
1 *1 A A

A
 

可得                 
* 1A A A  

则               
* 1 1

 

  
A

A x A A x x x  

因此
A


是 *A 的特征值， x 是 *A 的属于

A


的特征向量. 

    （3）由于  
2

0 1 2( ) ( )     n

n
f A x a E a A a A a A x 

                 
2

0 1 2     n

n
a x a Ax a A x a A x  

                 
2

0 1 2       n

n
a x a x a x a x  

                 
2

0 1 2( ) ( )        n

n
a a a a x f x  

因此结论成立. 

例 4.11  设方阵 A满足
2A A ，证明 A的特征值只能是0 或1. 

证明  设为 A的任一特征值， x 是与所对应的特征向量， 

则                    Ax x  

因此     
2 2( ) ( ) ( ) ( )        A x A Ax A x Ax x x  

                   
2  A x Ax x  

即            
2 x x ， ( )  2

0x  

由于特征向量  0x ，所以
2( ) 0   ，即 0  或 1  ，结论得证． 

例 4.12  设n 阶方阵 A满足
2 3A A ，证明： 

（1） A的特征值只能是0 或3； 

（2） 4A E ， A E ，2 3A E 均可逆. 

证明  （1）设为 A的任一特征值， x 是与所对应的特征向量， 

则 

2 2( ) ( ) ( ) ( )        A x A Ax A x Ax x x  

2 3 3 A x Ax x  



得 

2 3 x x ， ( 3 )  2
0x  

由于特征向量  0x ，所以
2( 3 ) 0   ，即 0  或 3  . 

（2）由（1）可知
3

4, 1,
2

  均不是 A的特征值， 

因此 

4 0A E   

( 1) 0A E A E      

3 3
2 3 2( ) 2 ( ) 0

2 2

nA E A E A E       ， 

所以 4A E ， A E ，2 3A E 均可逆. 

例 4.13  设

1 2 2

2 1 2

2 2 1

A

 
 

   
   

， 

（1）求 A的特征值； 

（2）求2A E 的特征值； 

（3）求
1E A 的特征值. 

解  （1）令 0A E  ， 

即         

1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 1 2 1 1 2 0 3 4

2 2 1 0 2 1 0 2 1

  

   

  

   

           

        

 

   
2( 1 ) [ ( 3 ) ( 1 ) 8 ] ( 5 ) ( 1 ) 0                

从而可得 A的特征值为 1 5   ， 2 3 1   . 

（2）由于 A的特征值为 1 5   ， 2 3 1   ， 

因此2A E 的特征值分别为 

1 12 1 9     ， 

2 2 32 1 3      . 

（3）由于 A的特征值为 1 5   ， 2 3 1   ， 

所以
1A
的特征值为 



1

1

1 1

5



    ， 

2 3

2

1
1 


    ， 

进而可得 1E A 的特征值为 

1

1

1 6
1

5



  


， 

2 3

2

1
1 0 


   


. 

例 4.14  判断下列矩阵能否对角化，若能，请求出相似变换矩阵. 

（1）

2 0 0

1 3 1

1 0 1

A

 
 

  
 
 

； 

（2）

1 1 0

1 3 0

2 2 2

A

 
 

  
  

． 

解  n 阶方阵 A可以对角化的充分必要条件是 A有 n 个线性无关的特征向量，从而判

断三阶方阵是否能够对角化，只需求出其特征向量，看是否具有三个线性无关的特征向量即

可. 

（1） 令 0A E  ，即 

2 0 0

1 3 1 (2 )(3 )(1 ) 0

1 0 1



   





      



 

可得 A的特征值 1 2  ， 2 3  ， 3 1   . 

对于 1 2  ，解 ( 2 )  0A E x ， 

由 

0 0 0 1 0 1

2 1 1 1 0 1 0

1 0 1 0 0 0

A E

   
   

     
      

， 

可得基础解系 



1

1

0

1

 
 

  
 
 

p ； 

对于
2 3  ，解 ( 3 )  0A E x ， 

由 

1 0 0 1 0 0

3 1 0 1 0 0 1

1 0 2 0 0 0

A E

   
   

     
      

， 

可得基础解系 

2

0

1

0

 
 

  
 
 

p ； 

     对于 3 1  ，解 ( 3 )  0A E x ， 

由 

1 0 0
1 0 0

1
1 2 1 0 1

2
1 0 0

0 0 0

A E

 
   
          

  
 

 

可得基础解系 

3

0

1

2

1

 
 
 
 
 
 

p . 

由于 A有3个互异特征值，则方阵 A可对角化， 

相似变换矩阵  
1 2 3

1 0 0

1
( , , ) 0 1

2

1 0 1

 
 
  
 
 
 

P p p p ，且P 可逆， 

使得  
1

2 0 0

0 3 0

0 0 1

P AP

 
 

    
 
 

. 

    （2）令 0A E  ，即    



3

1 1 0

1 3 0 (2 )[(1 )(3 ) 1] ( 2) 0

2 2 2



    





          

 

 

可得 A的特征值
1 2 3 2     . 

对于
1 2 3 2     ，解 ( 2 )  0A E x ， 

由 

1 1 0 1 1 0

2 1 1 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0

A E

    
   

     
      

 

可得基础解系 

1

1

1

0

 
 

  
 
 

p ， 2

0

0

1

 
 

  
 
 

p ， 

易得方阵 A的线性无关特征向量只有2 个，因此方阵 A不能对角化． 

例 4.15  设

2 0 0

0 2

0 2 3

A x

 
 

  
 
 

与

1 0 0

0 2 0

0 0 y

 
 

   
 
 

相似，求 ,x y . 

解  此题有两种解法． 

（解法一）由于 A与相似，所以 A和有相同的特征值，且 A   ， 

即   

2 0 0 1 0 0

0 2 2(3 4) 0 2 0 2

0 2 3 0 0

A x x y

y

     ． 

从而可得 3 4x y  . 

又因为1是 A的特征值，即 

1 0 0

1 0 1 2 2( 1) 4 0

0 2 2

A E x x        

所以 3x  ，代入上式可得 5y  . 

（解法二） 由于 A与相似，所以 A与有相同的特征值 1 2 31, 2, y     . 

由于         1 2 3A      ， 

即           3 4x y  ， 



又          
11 22 33 1 2 3a a a        ， 

即           5 3x y   ， 

联立可得      3x  ， 5y  . 

例 4.16  问 k 取何值时，矩阵

1 2 2

0 1

0 0 1

A k

 
 

  
  

能够对角化？ 

解  因为一个三阶方阵能够对角化的充分必要条件是矩阵有三个线性无关的特征向量.

下面考虑 k 取何值时， A能有三个线性无关的特征向量. 

易得 A的特征值为
1 2 1    ，

3 1  .又由于不同的特征值对应的特征向量一定线

性无关，因此只要求对应于 1 2 1    有两个线性无关的特征向量，即齐次方程组 

( )  0A E x  

有两个线性无关的解，即方程组的基础解系含有2 个向量， 

因此系数矩阵的秩 ( ) 1r A E  ， 

又            

2 2 2

0 0

0 0 0

A E k

 
 

   
 
 

 

所以只有 0k  时，齐次线性方程才有两个线性无关的解，即 A才可以对角化. 

例 4.18  设 ,A B为 n 阶方阵，且 A与 B 相似，证明
kA 与

kB 相似.（ k 为正整数） 

证明  因为 A与B 相似，故存在可逆矩阵P ，使得 
1P AP B   

成立.因此 

1 1 1 1( )( ) ( )k kB P AP P AP P AP P A P      

所以
kA 与

kB 相似.  

例 4.19  设3阶方阵 A的特征值为 1 1  ， 2 0  ， 3 1   ，所对应的特征向量依次

为        

1

1

2

2

 
 

  
 
 

p ， 2

2

2

1

 
 

  
 
 

p ， 3

2

1

2

 
 

  
 
 

p  

求 A . 



解  由于
1 2 3, ,p p p 为属于不同特征值的特征向量，因此相似变换矩阵为 

1 2 3

1 2 2

( , , ) 2 2 1

2 1 2

 
 

    
 
 

P p p p  

可逆，且 

1

1

0

1

P AP

 
 

    
  

 

因此 

1

1

1 2
0

3 31 2 2 1 1 2 2
1 2

2 2 1 0 2 2 1 0
3 3

2 1 2 1 2 1 2
2 2

0
3 3

A P P





 
 

      
                 
        

 
 
 

. 

例 4.20  设

2 0 0

0 1 1

0 1 1

A

 
 

  
 
 

，求
5 23A A . 

解  令 0A E  ，得到特征值 1 2 2   ， 3 0  . 

当 1 2 2   时，解 ( 2 )  0A E x  

可得基础解系 

1

1

0

0

 
 

  
 
 

p ， 2

0

1

1

 
 

  
 
 

p ， 

当 3 0  时，解 ( 0 )  0A E x  

可得基础解系为 

3

0

1

1

 
 

  
 
 

p ， 

相似变换矩阵 

1 2 3

1 0 0

( , , ) 0 1 1

0 1 1

 
 

   
 
 

P p p p  



且使得  

1

2

2

0

P AP

 
 

    
 
 

. 

则 1A P P  . 

设
5 2( ) 3f x x x  ，则

1( ) ( )f A Pf P  ，又 

5 2

20

( ) 3 20

0

f

 
 

       
 
 

， 

进而 

5 2 1

20 0 0

3 ( ) ( ) 0 10 10

0 10 10

A A f A Pf P

 
 

      
 
 

. 

例 4.21  试求一个正交相似变换矩阵，将对称矩阵



















310

130

004

A 对角化. 

解  令 0A E  ，即 

2

4 0 0

0 3 1 (4 ) (2 ) 0

0 1 3



    





  



 

得 A的特征值为 1 2 4   ， 3 2 .  

当 1 2 4   时，解齐次线性方程组 ( )A E x  0， 

可得两线性无关的特征向量 

1

1

0

0

p

 
 

  
 
 

， 2

0

1

1

p

 
 

  
 
 

， 

而且 1 2,p p 正交，因此这里只需将 1 2,p p 单位化可得 

1
1

1

1

0

0

p

p


 
 

   
 
 

； 2
2

2

0
1

1
2

1

p

p


 
 

   
 
 

； 

当 3 2 时，解齐次线性方程组 ( )A E x  0， 



可得特征向量 

3

0

1

1

p

 
 

  
  

， 

将其单位化可得 

3
3

3

0
1

1
2

1

p

p


 
 

   
  

， 

取正交相似变换矩阵 

1 2 3

1 0 0

1 1
( , ) 0

2 2

1 1
0

2 2

P   

 
 
 
 

    
 
 

 
 

， 

使得 

4 0 0

0 4 0

0 0 2

TP AP

 
 

    
 
 

. 

例 4.22  设3阶实对称矩阵 A的特征值为6,3,3，与特征值6 对应的特征向量为  

1

1

1



 
 

  
 
 

，求 A . 

解  由于 A为实对称矩阵，所以 A的属于不同特征值的特征向量两两正交. 设特征值3

对应的特征向量为 

1

2

3

x

x x

x

 
 

  
 
 

， 

则 

( , )x  0  

即 

1 2 3 0x x x    

解得基础解系为 



1

1

1

0



 
 

  
 
 

， 2

1

0

1



 
 

  
 
 

， 

由于
1 2,  不正交，将其正交化可得 

1 1

1

1

0

 

 
 

   
 
 

； 2 1
2 2 12

1

1 1 1
( , ) 1 1

0 1 1
2 2

1 0 2

 
  



       
     

          
     
     

， 

再单位化可得 

1

1

3

1 1

3

1

3




 
 
 
 

   
 
 
 
 

p ；
2 1

1

1

2

1 1

2

0

p 


 
 
 
 

   
 
 
 
 

；
3 2

2

1

6

1 1

6

2

6

p 


 
 
 
 

   
 
 
 
 

， 

取正交矩阵 

1 2 3

1 1 1

3 2 6

1 1 1
( , )

3 2 6

1 2
0

3 6

P   

 
  

 
 

    
 
 
 
 

，且 1TP P ， 

则 

                                                                                                                 

6 0 0

0 3 0

0 0 3

TP AP

 
 

    
 
 

 

因此 

1 1 1 1 1 1

3 2 6 3 3 3
6 0 0 4 1 1

1 1 1 1 1
0 3 0 0 1 4 1

3 2 6 2 2
0 0 3 1 1 4

1 1 21 2
0

6 6 63 6

   
    

      
      

           
      
   

   
   
  

TA P P .         

例 4.23  设3阶实对称矩阵 A的秩为2 ，且 1 2 6   是 A的二重特征值，若 



1

1

1

0



 
 

  
 
 

， 2

2

1

1



 
 

  
 
 

 

都是 A的属于特征值6 的特征向量. 

（1）求 A的另一特征值和对应的特征向量； 

（2）求矩阵 A . 

解  （1）由于
1 2 6   是 A的二重特征值，故 A的属于特征值6 的线性无关的特征

向量有2 个，即
1 2,  为 A的属于特征值6 的线性无关的特征向量. 

由于 ( ) 2r A ，可知 0A  ，因此可知 A的另一特征值为
3 0  . 

设 3 0  所对应的特征向量为 

1

2

3

x

x

x



 
 

  
 
 

 

则有               1( , ) 0   ， 2( , ) 0   ， 

即                 
1 2

1 2 3

0,

2 0,

 


  

x x

x x x
 

解得基础解系为 

1

1

1



 
 

  
 
 

， 

因此 A的对应于特征值 3 0  的全部特征向量为 k  （ 0k  ）. 

（2）令 

1 1

1 2 1

( , , ) 1 1 1

0 1 1

P   

 
 

   
 
 

， 

使得 

1

6 0 0

0 6 0

0 0 0

P AP

 
 

    
 
 

， 

其中 



1

0 1 1

1 1 2

3 3 3

1 1 1

3 3 3

P

 
 
 
  
 
 
 
 

， 

因此 

1

4 2 2

2 4 2

2 2 4

A P P

 
 

    
  

. 

例 4.24  用矩阵记号表示二次型
2 2 24 3 4 2 2f x y z xy xz yz      . 

解   

1 2 1

( , , ) 2 4 1

1 1 3

x

f x y z y

z

  
  

   
    

. 

例 4.25  求正交变换化将二次型
2 2 2

1 2 3 2 32 3 3 4f x x x x x    化为标准型. 

解  由于 

1

1 1 1 2

3

2 0 0

( , , ) 0 3 2

0 2 3

x

f x x x x

x

  
  

   
  
  

， 

则该二次型的矩阵为 

2 0 0

0 3 2

0 2 3

A

 
 

  
 
 

. 

    令 0A E  ，即 

2 0 0

0 3 2 (2 )(1 )(5 ) 0

0 2 3



   





     



 

得 A的特征值为 1 1  ， 2 2  ， 3 5  .  

当 1 1  时，解齐次线性方程组 ( )A E x  0， 

可得特征向量 



1

0

1

1

p

 
 

  
 
 

； 

当
2 2  时，解齐次线性方程组 ( 2 )A E x  0， 

可得特征向量 

2

1

0

0

p

 
 

  
 
 

； 

当
3 5  时，解齐次线性方程组 ( 5 )A E x  0， 

可得特征向量 

3

0

1

1

p

 
 

  
 
 

， 

由于特征值互不相同，故所对应的特征向量必两两正交，只需将其单位化即可. 

记 

1 1

1

0

1 1

2

1

2

p
p



 
 
 
 

   
 
 
 
 

； 2 2

2

1
1

0

0

p
p



 
 

   
 
 

；
3 3

3

0

1 1

2

1

2

p
p



 
 
 
 

   
 
 
 
 

， 

取 

1 2 3

0 1 0

1 1
( , ) 0

2 2

1 1
0

2 2

P   

 
 
 
 

    
 
 
 
 

， 

则正交变换为 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 1 0

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

x y y

x P y y

x y y

 
 
      
      

        
           

 
 
 

， 

使得 



2 2 2

1 2 32 5f y y y   . 

例 4.26  将二次曲面方程
2 2 24 4 4 2 2 2 1x y z xy xz yz      化为标准方程，并判

断其曲面类型. 

解  设 

2 2 24 4 4 2 2 2f x y z xy xz yz      ， 

即     

( , , )

x

f x y z A y

z

 
 

  
 
 

，其中

4 1 1

1 4 1

1 1 4

A

 
 

  
 
 

. 

令 0A E  ，即  

2

4 1 1

1 4 1 (6 )(3 ) 0

1 1 4



  





    



 

得 A的特征值为 1 6  ， 2 3 3   .  

当 1 6  时，解齐次线性方程组 ( 6 )A E x  0， 

可得特征向量     

1

1

1

1

p

 
 

  
 
 

， 

当 2 3 3   时，解齐次线性方程组 ( 3 )A E x  0， 

可得特征向量 

2

1

1

0

p

 
 

  
 
 

， 3

1

0

1

p

 
 

  
 
 

， 

利用施密特正交法将 2 3,p p 正交化，可得 

2 2

1

1

0

p

 
 

   
 
 

； 3 2
3 3 22

2

1 1 1
( , ) 1 1

0 1 1
2 2

1 0 2

p
p


 



       
     

          
     
     

； 

再将 1 2 3, ,p   单位化，可得 



1 1

1

1

3

1 1

3

1

3

p
p



 
 
 
 

   
 
 
 
 

；
2 2

2

1

2

1 1

2

0

 


 
 
 
 

   
 
 
 
 

；
3 3

3

1

6

1 1

6

2

6

 


 
 
 
 

   
 
 
 
 

， 

1 2 3

1 1 1

3 2 6

1 1 1
( , )

3 2 6

1 2
0

3 6

P   

 
  

 
 

    
 
 
 
 

， 

则正交变换为 

1 1 1

3 2 6

1 1 1

3 2 6

1 2
0

3 6

x x x

y P y y

z z z

 
  

       
               

            
 
 
 

            . 

使得 

2 2 26 3 3f x y z     . 

则原方程化为标准方程
2 2 26 3 3 1x y z     ，可知曲面为旋转椭球面. 

例 4.27  已知二次型
2 2 2

1 2 3 2 32 3 3 2f x x x ax x    （ 0a  ）， 

通过正交变换化为标准型
2 2 2

1 2 32 5f y y y   ，求参数a 及所用的正交变换. 

解  二次型 f 的矩阵为 

2 0 0

0 3

0 3

A a

a

 
 

  
 
 

， 

由条件可知 A的特征值为 1 1  ， 2 2  ， 3 5  ， 

则 

2

1 2 3 2(9 )A a      ， 

即 

210 2(9 )a   



解得     2a  ， 2a   （舍去） 

当
1 1  时，解齐次线性方程组 ( )A E x  0， 

可得特征向量 

1

0

1

1

p

 
 

  
  

， 

当
2 2  时，解齐次线性方程组 ( 2 )A E x  0， 

可得特征向量     

2

1

0

0

p

 
 

  
 
 

， 

当 3 5  时，解齐次线性方程组 ( 5 )A E x  0， 

可得特征向量 

3

0

1

1

p

 
 

  
 
 

， 

  由于特征值两两互异，则所对应特征向量必两两正交，故只需将特征向量单位化，即 

1 1

1

0

1 1

2

1

2

p
p



 
 
 
 

   
 
 
 
 

； 2 2

2

1
1

0

0

p
p



 
 

   
 
 

；
3 3

3

0

1 1

2

1

2

p
p



 
 
 
 

   
 
 
 
 

， 

可得正交变换矩阵为 

1 2 3

0 1 0

1 1
( , ) 0

2 2

1 1
0

2 2

P   

 
 
 
 

    
 
 
 
 

. 

例 4.28  判别下列二次型的正定性. 

（1）
2 2 22 6 4 2 2f x y z xy xz      ； 

（2）
2 2 2

1 2 3 1 2 2 32 2f x x x x x x x      . 

解  （1）该二次型的矩阵为 



2 1 1

1 6 0

1 0 4

A

 
 

  
  

， 

由于 

11 2 0a    ，
11 12

21 22

2 1
11 0

1 6

a a

a a


  


， 

2 1 1

1 6 0 38 0

1 0 4

A



    



， 

因此该二次型为负定二次型. 

    （2）该二次型的矩阵为 

3 1 1

1 3 1

1 1 3

  
 

   
   

A ， 

由于 

11 3 0 a ，
11 12

21 22

3 1
10 0

1 3


  


a a

a a
， 

3 1 1

1 3 1 16 0

1 1 3

 

    

 

A ， 

因此该二次型为正定二次型. 

    例 4.29  设
2 2 22 4 4    f x ty tz xy xz 正定，求 t 的取值范围. 

解  二次型的矩阵为 

2 2 2

2 0

2 0

 
 

  
  

A t

t

， 

其顺序主子式为 

11 2 0 a ，
11 12

21 22

2 2
2( 2)

2
  

a a
t

a a t
，

2 2 2

2 0 2 ( 4)

2 0



  



A t t t

t

， 

由于 f 正定，可得 

2( 2) 0,

2 ( 4) 0,

 


 

t

t t
 



所以 4t . 

    例 4.30  试证：若 A 为正定矩阵，则 1
A

 也是正定矩阵. 

证明  已知 A 正定，则对于任何向量 x  0，恒有 0T
x Ax  .要证 1

A
 正定，即要证

对于任何向量 y  0，恒有 0T
y A y

 1
. 

而对于任何 y  0，可令 y Ax ，由于 A 可逆，从而使可逆线性变换， 

由 y x  0 0，可得 

( ) ( ) ( ) 0T T T T T T T
y A y Ax A Ax x A A A x x A x x Ax

      1 1 1
， 

因此
1

A

也是正定矩阵. 

    例 4.31  设 A 为 n 阶实对称矩阵，且 3 2A A E  2
0，试证： A 为正定矩阵. 

证明  设为 A 的特征值， x 为与之相对应的特征向量，则 Ax x . 

又因为 

( 3 2 ) 3 2 ( 3 2)A A E x A x Ax x x         2 2 2
0 

且 x  0，所以 

3 2=0  2
 

解得 1  或 2  . 

    由于 A 的特征值全大于零，因此 A 为正定矩阵. 

 


